
随机波动率模型和定价公式 

 在 Black-Scholes 模型中标的资产的波动率是唯一不能观察的参数,在推导

Black-Scholes 公式时,假设波动率为常数,显然这个假设与实际情况不符合,当实

际操作者在运用 Black-Scholes 公式对期权定价时,往往需要随时调整波动率的

数值. 

 相比较而言,假设波动率是随机的,这是一个合理的考虑. 

 设在鞅测度下,标的资产𝑆𝑡和波动率𝜎𝑡适合以下随机微分方程组: 

(1)

{
 

 
𝑑𝑆𝑡
𝑆𝑡

= 𝑟𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑑𝑊𝑡

𝜎𝑡 = 𝑓(𝑌𝑡)

𝑑𝑌𝑡 = 𝜇(𝑡, 𝑌𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎̂(𝑡, 𝑌𝑡)𝑑𝑍𝑡

 

其中{𝑊𝑡: 𝑡 ≥ 0}, {𝑍𝑡: 𝑡 ≥ 0}都是标准 Brown 运动,且 

𝐶𝑜𝑣(𝑑𝑊𝑡, 𝑑𝑍𝑡) = 𝜌𝑑𝑡 

 在随机波动率情况下,欧式期权定价是是一个不完全市场的未定权益定价问

题.由于在随机微分方程组中出现两个随机元𝑑𝑊𝑡和𝑑𝑍𝑡 ,因此单纯用标的资产去

对冲,已达不到消除风险的目的.为了对冲由于波动率的随机性所带来的的风险,

我们需要在标的资产以外,引入另外一张不同到期日,不同敲定价的期权𝑉1𝑡 ,而组

成投资组合 

𝛱𝑡 = 𝑉𝑡 − 𝛥1𝑆𝑡 − 𝛥2𝑉1𝑡 

即希望选取适当的𝛥1和𝛥2,使得𝛱𝑡在[𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡]时段是无风险的. 

 由于𝑉𝑡 = 𝑉(𝑆𝑡, 𝑌𝑡, 𝑡), 𝑉1𝑡 = 𝑉1(𝑆𝑡, 𝑌𝑡, 𝑡),从而,由微分方程组（1）以及伊藤公

式,得到 

𝑑𝛱𝑡 = 𝑑𝑉𝑡 − 𝛥1𝑑𝑆𝑡 − 𝛥2𝑑𝑉1𝑡 

= [
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑓2(𝑌)𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+ 𝜌𝑓(𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)𝑆

𝜕2𝑉

𝜕𝑆𝜕𝑌
+
1

2
𝜎̂2(𝑡, 𝑌)

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2
] 𝑑𝑡 



−𝛥2 [
𝜕𝑉1
𝜕𝑡

+
1

2
𝑓2(𝑌)𝑆2

𝜕2𝑉1
𝜕𝑆2

+ 𝜌𝑓(𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)𝑆
𝜕2𝑉1
𝜕𝑆𝜕𝑌

+
1

2
𝜎̂2(𝑡, 𝑌)

𝜕2𝑉1
𝜕𝑌2

] 𝑑𝑡 

+(
𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝛥2

𝜕𝑉1
𝜕𝑆

− 𝛥1) 𝑑𝑆𝑡 + (
𝜕𝑉

𝜕𝑌
− 𝛥2

𝜕𝑉1
𝜕𝑌
)𝑑𝑌𝑡 (2) 

为消去随机性,取𝛥1, 𝛥2适合 

{

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝛥2

𝜕𝑉1
𝜕𝑆

− 𝛥1 = 0

𝜕𝑉

𝜕𝑌
− 𝛥2

𝜕𝑉1
𝜕𝑌

= 0

 

得到 

{
𝛥2 =

𝜕𝑉

𝜕𝑌

𝜕𝑉1
𝜕𝑌

⁄

𝛥1 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
− (

𝜕𝑉

𝜕𝑌

𝜕𝑉1
𝜕𝑌

⁄ )
𝜕𝑉1
𝜕𝑆

 

由𝛥1, 𝛥2选取,使得𝑑𝛱𝑡是无风险的,即 

𝑑𝛱𝑡 = 𝑟𝛱𝑡𝑑𝑡 = 𝑟(𝑉𝑡 − 𝛥1𝑆𝑡 − 𝛥2𝑉1𝑡)𝑑𝑡 

= 𝑟𝑉𝑡𝑑𝑡 − 𝑟 [
𝜕𝑉

𝜕𝑆
− (

𝜕𝑉

𝜕𝑌

𝜕𝑉1
𝜕𝑌

⁄ )
𝜕𝑉1
𝜕𝑆
] 𝑆𝑡𝑑𝑡 − 𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝑌

𝜕𝑉1
𝜕𝑌

⁄ 𝑉1𝑡𝑑𝑡 (3) 

联立（2）=（3）,并分离𝑉和𝑉1,得到 

[
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑓2(𝑌)𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+ 𝜌𝑓(𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)𝑆

𝜕2𝑉

𝜕𝑆𝜕𝑌
 

+
1

2
𝜎̂2(𝑡, 𝑌)

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2
+ 𝑟𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝑟𝑉]

𝜕𝑉

𝜕𝑌
⁄  

= [
𝜕𝑉1
𝜕𝑡

+
1

2
𝑓2(𝑌)𝑆2

𝜕2𝑉1
𝜕𝑆2

+ 𝜌𝑓(𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)𝑆
𝜕2𝑉1
𝜕𝑆𝜕𝑌

 

+
1

2
𝜎̂2(𝑡, 𝑌)

𝜕2𝑉1
𝜕𝑌2

+ 𝑟𝑆
𝜕𝑉1
𝜕𝑆

− 𝑟𝑉1]
𝜕𝑉1
𝜕𝑌

⁄ (4) 

由于𝑉和𝑉1是两个具有不同到期日,不同敲定价的期权,因此等式两端等于一个与

期权价𝑉和𝑉1无关且只依赖于自变量𝑆, 𝑌, 𝑡的函数,我们把它记作 

−(𝜇(𝑡, 𝑌) − 𝜆(𝑡, 𝑆, 𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)) (5) 

联立（4）式等式左端与（5）式,导出𝑉 = 𝑉(𝑆, 𝑌, 𝑡)适合的偏微分方程 



𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑓2(𝑌)𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+ 𝜌𝑓(𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)𝑆

𝜕2𝑉

𝜕𝑆𝜕𝑌
+
1

2
𝜎̂2(𝑡, 𝑌)

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2
+ 𝑟𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
 

+(𝜇 − 𝜆𝜎̂(𝑡, 𝑌))
𝜕𝑉

𝜕𝑌
− 𝑟𝑉 = 0 (6) 

这里𝜆 = 𝜆(𝑡, 𝑆, 𝑌)称为波动率风险的市场价格（market price of volatility）. 

注:为了说明𝜆的金融意义,我们考虑投资组合 

𝛱0𝑡 = 𝑉𝑡 − 𝛥𝑆𝑡 

选𝛥,在[𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡]时段内消去由标的资产𝑆𝑡的随机性所带来的风险,即取 

𝛥 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
 

从而我们有 

dΠ0t − 𝑟Π0t𝑑𝑡

= (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑓2(𝑌)𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+ 𝜌𝑓(𝑌)𝜎̂(𝑡, 𝑌)𝑆

𝜕2𝑉

𝜕𝑆𝜕𝑌
+
1

2
𝜎̂2(𝑡, 𝑌)

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2

+ 𝑟𝑆
𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝑟𝑉)𝑑𝑡 +

𝜕𝑉

𝜕𝑌
𝑑𝑌𝑡 

= 𝜎̂(𝑡, 𝑌)
𝜕𝑉

𝜕𝑌
(𝜆𝑑𝑡 + 𝑑𝑍𝑡) 

 在上面最后一个等式中,我们利用了𝑉(𝑆, 𝑌, 𝑡)适合方程（6）.上述等式表明由

于波动率是随机的,因此在[𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡]时段内,对于每一单位波动率风险,存在额外

回报𝜆𝑑𝑡,因此人们把𝜆称为“波动率风险的市场价格”. 

 人们自然关心如何求出方程（6）带有终值条件为(𝑆 − 𝐾)+或(𝐾 − 𝑆)+的欧

式期权定价. 

 对于以下的特殊情形: 

（1）若𝜎𝑡 = 𝑓(𝑌𝑡) = 𝑌𝑡
1

2, 𝜇(𝑦, 𝑌𝑡) = 𝜇𝑌𝑡 , 𝜎̂(𝑡, 𝑌) = 𝜎̂𝑌𝑡, 𝜌 = 0, 𝜆 = 0,其中𝜇, 𝜎̂为正

常数,则欧式看涨期权定价问题为 

{
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑌𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+
1

2
𝜎̂2𝑌2

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2
+ 𝑟𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
+ 𝜇𝑌

𝜕𝑉

𝜕𝑌
− 𝑟𝑉 = 0

𝑉(𝑆, 𝑌, 𝑇) = (𝑆 − 𝐾)+
 

Hull 和 White 指出[1],它的解是 Black-Scholes 价格在期权有效期内平均方差概率



分布上的积分值. 

（2）若𝜎𝑡 = 𝑓(𝑌𝑡) = 𝑌𝑡
1

2, 𝜇(𝑦, 𝑌𝑡) = 𝑎(𝜃 − 𝑌𝑡), 𝜎̂(𝑡, 𝑌) = 𝜎̂√𝑌𝑡, 𝜆(𝑡, 𝑆, 𝑌𝑡) =

𝜆

𝜎̂
√𝑌𝑡, |𝜌| < 1,其中𝑎, 𝜃, 𝜎̂都是正常数,且满足𝑎𝜃 >

1

2
𝜎̂2, 𝜆是常数,则欧式看涨期权

定价问题为 

{
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑌𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+ 𝜌𝜎̂𝑌𝑆

𝜕2𝑉

𝜕𝑆𝜕𝑌
+
1

2
𝜎̂2𝑌

𝜕2𝑉

𝜕𝑌2
+ 𝑟𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
+ [𝑎(𝜃 − 𝑌) − 𝜆𝑌]

𝜕𝑉

𝜕𝑌
− 𝑟𝑉 = 0

𝑉(𝑆, 𝑌, 𝑇) = (𝑆 − 𝐾)+
 

 S.L.Heston 在文中[2]把𝑉(𝑆, 𝑌, 𝑡)分解为 

𝑉(𝑆, 𝑌, 𝑡) = 𝑆𝑃1(𝑆, 𝑌, 𝑡) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑃2(𝑆, 𝑌, 𝑡) 

其中𝑃𝑗(𝑆, 𝑌, 𝑡)(𝑗 = 1,2)在𝑡 = 𝑇时适合 

𝑃1(𝑆, 𝑌, 𝑇) = 𝑃2(𝑆, 𝑌, 𝑇) = 𝐻(𝑆 − 𝐾) 

𝐻(𝑥)是 Heaviside 函数,当𝑥 > 0 时, 𝐻(𝑥) = 1;当𝑥 < 0 时, 𝐻(𝑥) = 0. 

 在变换𝑥 = 𝑙𝑛 𝑆下,𝑃𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡)(𝑗 = 1,2)适合 

(7) {

𝜕𝑃𝑗

𝜕𝑡
+
1

2
𝑌
𝜕2𝑃𝑗

𝜕𝑥2
+ 𝜌𝜎̂𝑌

𝜕2𝑃𝑗

𝜕𝑥𝜕𝑌
+
1

2
𝜎̂2𝑌

𝜕2𝑃𝑗

𝜕𝑌2
+ (𝑟 + 𝛼𝑗𝑌)

𝜕𝑃𝑗

𝜕𝑥
+ (𝑎𝜃 − 𝛽𝑗𝑌)

𝜕𝑃𝑗

𝜕𝑌
= 0 (𝑎)

𝑃𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑇) = 𝐻(𝑥 − 𝑙𝑛 𝐾) (𝑏)
 

其中 

𝛼1 =
1

2
, 𝛼2 = −

1

2
, 𝛽1 = 𝑎 + 𝜆 − 𝜌𝜎̂, 𝛽2 = 𝑎 + 𝜆. 

 𝑃𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡)的金融意义:若在𝑡时刻,𝑆𝑡 = 𝑒
𝑥（即𝑙𝑛 𝑆𝑡 = 𝑥）,𝑌𝑡 = 𝑌,则在 

𝑡 = 𝑇时刻,𝑃𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡)是期权处于实值状态时的条件期望. 

 为了求解微分方程组（7）,作者先考虑它的特征函数𝑓𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡; 𝜑),这里𝑓𝑗(𝑗 =

1,2)适合方程（7-a）,而在𝑡 = 𝑇时,适合终值条件 

𝑓𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑇; 𝜑) = 𝑒
𝑖𝜑𝑥 (8) 

 定解问题（7-a）,（8）的解可以表成 

𝑓𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡; 𝜑) = 𝑒𝐶(𝑇−𝑡;𝜑)+𝐷(𝑇−𝑡;𝜑)𝑌+𝑖𝜑𝑥 

𝐶(𝜏; 𝜑), 𝐷(𝜏; 𝜑)有显示表达式: 



{
 
 

 
 𝐶(𝜏; 𝜑) = 𝑟𝜑𝑖𝜏 +

𝑎

𝜎̂2
{(𝑏𝑗 − 𝜌𝜎̂𝜑𝑖 + 𝑑)𝜏 − 2𝑙𝑛 (

1 − 𝑔𝑒𝑑𝜏

1 − 𝑔
)}

𝐷(𝜏; 𝜑) =
𝑏𝑗 − 𝜌𝜎̂𝜑𝑖 + 𝑑

𝜎̂2
(
1 − 𝑒𝑑𝜏

1 − 𝑔𝑒𝑑𝜏
)

 

其中 

{
 
 

 
 𝑔 =

𝑏𝑗 − 𝜌𝜎̂𝜑𝑖 + 𝑑

𝑏𝑗 − 𝜌𝜎̂𝜑𝑖 − 𝑑

𝑑 = √(𝜌𝜎̂𝜑𝑖 − 𝑏𝑗)
2
− 𝜎̂2(2𝜇𝑗𝜑𝑖 − 𝜑2)

 

从而由 Fourier 逆变换,定解问题（7）的解𝑃𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡)(𝑗 = 1,2)可表成 

𝑃𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡) =
1

2
+
1

𝜋
∫ 𝑅𝑒 (

𝑒−𝑖𝜑𝑙𝑛 𝐾𝑓𝑗(𝑥, 𝑌, 𝑡; 𝜑)

𝑖𝜑
)

∞

0

𝑑𝜑 (9) 

表达式（9）可以通过数值计算得到. 
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